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1 Einfiihrung

Im automatischen Beweisen haben unterschiedliche Verfahren wie Resolution, Sequenzen-
oder Modus-Ponens-Kalkiile grofle Bekanntheit und zum Teil beachtliche Erfolge erzielt.
Ein grundsétzliches Problem ist allerdings bei allen automatischen Beweistechniken zu
erkennen: die Grofle des Suchraumes nimmt sehr viel schneller zu als die Gréfle der un-
tersuchten Formeln. Dadurch ist es kaum moglich, realistische Beweise, wie sie etwa von
Mathematikern betrachtet werden, automatisch fithren zu lassen. Selbst in der Aussagen-
logik ist dieses Phinomen bekannt, in der Pradikatenlogik erster Stufe verschéarfen sich die
Probleme noch.

Eine grobe Einteilung der bestehenden Kalkiile 148t sich anhand des Vorhandenseins oder
Nichtvorhandenseins einer bestimmten Ableitungsregel, der Schnittregel

A—C C —B
A— B

vornehmen. Kalkiile ohne Schnittregel werden direkte, die mit Schnittregel indirekte ge-
nannt.

Indirekte Kalkiile leiden darunter, dafl die Auswahl der Schnittformel C praktisch keinen
Einschrankungen unterliegt; sie sind daher im automatischen Beweisen eher von theoreti-
schem Interesse.

In der Pradikatenlogik erster Stufe tritt aber auch bei “direkten” Beweisen ein dhnliches
Problem auf (siehe z.B. [Gor94], Theorem 1.3.7): Sowohl im Sequenzen- wie auch im
Modus-Ponens-Kalkiil kann man keine obere Schranke fiir die fiir den Beweis bendtigten
Variablen angeben.

Gordeews RPC,-Kalkiile ([Gor94]) versuchen daher iiber eine Einschrénkung der Varia-
blenanzahl Verbesserungen zu errreichen. Dariiberhinaus kommen sie ohne Schnittregel
aus, sind aber, im Gegensatz zum iiblichen Sequenzenkalkiil, nicht schwéicher als dasselbe
Kalkiil mit Schnittregel bei endlicher Variablenanzahl.

Die Verwandschaft zu Tarskis Relationenalgebra [TG87] macht diese Kalkiile noch inter-
essanter.
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2 Grundlegende Definitionen

Der RPC,,-Formalismus wird im folgenden fiir eine beliebige feste Ordinalzahl n < w
erklart.

Die Sprache £,, des RPC,-Formalismus besteht aus Symbolen fiir

Individuenvariablen: vg,...,v,
Individuenkonstanten: cy,..., ¢,
logische Konstanten: T, 1,— V, A, 3,V
Pradikatvariablen: 1j,...,V,

Klammern: ( und ).

Die Menge dieser Symbole, das Alphabet, wird ¥,, genannt.

Elemente der Menge V,, = {vo,...,v,}' der Individuenvariablen werden mit z,y, z, ...
bezeichnet. Dabei werden die metalogischen Konstanten x,y, z, ... als Abkiirzungen fiir
vg, V1, V2, ... verstanden. Dies gilt auch fiir die nachfolgenden metalogischen Konstan-
ten. Individuenkonstanten sind Elemente der endlichen und eventuell leeren Menge C =
{c1,...,¢q}. Die Individuenkonstanten seien verschieden von den Individuenvariablen, d.h.
es gelte V, NC = 0. 7, = V, UC wird als Menge der Terme bezeichnet. Terme wer-
den im folgenden mit a,b,c,... abgekiirzt. Priadikatvariablen V;, die in der endlichen
Menge P = {Vp,...,V,} zusammengefafit und mit X,Y, Z,... gekennzeichnet werden,
sind mit einer Stelligkeit «(V;) € IN versehen. Logische Konstanten der Sprache £,, sind
T,1,=,V,A,3 und V. Diese stehen fiir Verum, Falsum, Negation, Disjunktion, Konjunk-
tion, existentielle und universelle Quantifizierung. Als Hilfssymbole werden die Klammern
( und ) verwendet.

Uber der soeben definierten Sprache werden Formeln (Bezeichnung: A, B, C,...) als zu-
sammengesetzte Ausdriicke wie folgt definiert:

Definition 2.1 (Literal, Formel) Zeichenketten der Form Xty ...t und ~ Xty ...t; mit
X € P,a(X) =k und t; € T,, werden Literale genannt.? Diese bilden zusammen mit den
Symbolen T und L die atomaren Formeln.

Ein Ausdruck F ist eine Formel von L,, wenn er zu jeder Menge ) gehort, so dafs
1. alle atomaren Formeln in Q sind,
2. mit A,B € Q auch (AV B),(ANB) € Q und
3. JxANVxA € Q falls A € Q und x € V.
Die Menge aller Formeln von £, wird mit F[L,], F, oder nur mit F bezeichnet, falls

das entsprechende n aus dem Kontext zu entnehmen ist. Um Klammern zu sparen wird
Ap V...V A; als Abkiirzung fiir (... (Ao V A1) V...V A;) verwendet. Entsprechend wird

'Dies soll den Fall V,, = {v;|i € w} einschlieBen.
2Zur Bezeichnung von Literalen wird im folgenden meist die Variable L verwendet.
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auch fiir A vorgegangen. Dariiberhinaus sollen Quantoren eine hohere Prioritéit als die
bindren Junktoren haben und A stérker binden als V. Klammern werden im folgenden
moglichst sparsam verwendet werden; zusétzliche (auch iiberfliissige) Klammern sollen
trotzdem erlaubt sein, wenn dadurch die Struktur einer Formel klarer wird.

Freie und gebundene Variablen werden wie iiblich definiert. Der Vollsténdigkeit halber sei
nichtsdestoweniger die formale Definition angegeben. Dabei steht X fiir X oder =X, ® fiir
V oder A und @ fiir 3 oder V. Diese Abkiirzungen werden auch im weiteren ohne spezielle
Kennzeichnung in diesem Sinne verwendet.

Definition 2.2 (freie und gebundene Variablen) Die Menge Fr(A) der freien Va-
riablen einer Formel A ist rekursiv definiert durch

Fr(T)="Fr(L) =10

(
Fr(Xty...ty) ={x €V |x=1t; fiirein i <k}
Fr(A® B) = Fr(A) UFr(B)

(

Fr(QrA) = Fr(A) \ {z}

Die Menge Bd(A) der gebundenen Variablen einer Formel A ist rekursiv definiert durch

Bd(T) =Bd(L) =0,
Bd(Xty...ty) =0

Bd(A® B) = Bd(A) UBd(B)
Bd(QzA) = Bd(4) U {«}

Die Menge Var(A) der Variablen einer Formel A ist definiert als Var(A) = Fr(A)UBd(A).

Auf Formeln werden im weiteren verschiedene einfache Operationen angegeben. Diese
umfassen die Substitution von Termen fiir Variablen, die gebundene Umbenennung und
die fiir die Reduktionskalkiile charakteristische Variablenelimination.

Definition 2.3 (Substitution mit gebundener Umbenennung) Die Substitution Alx /t]
einer Variablen x durch einen Term t in einer Formel A ist rekursiv definiert durch

T/t =T, Llz/f =1

t, falls t;=x

Xty ...tglz/t] = Xs1...sE, wobei s; = { ti, falls t; # 1

(A® B)[z/t] = Alz/t] ® Blz/t]

QyA falls = ¢ Fr(QyA)
(QuA)[z/t] =< QyAlx/t] falls x© € Fr(QuA) At #y
QrAlx =vy| falls = € Fr(QuA) ANt =1y
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Dabei entsteht Alx = y| aus A dadurch, daf$ man jedes Vorkommen (ob frei oder gebunden)
von x in A durch y ersetzt und umgekehrt.

Diese Definition der Substitution hat den Vorteil, dafl keine Variablen benttigt werden,
die nicht schon zuvor in der Formel vorkamen. Wie wir noch sehen werden, ist diese
Eigenschaft fiir die RPC-Kalkiile bei fester, endlicher Variablenanzahl essentiell.

Definition 2.4 (gebundene Umbenennung) Fir jede Abbildung B : V., — V, wird

die Relation 19 C F x F definiert als die kleinste Relation, die die folgenden Bedingungen
erfillt:

.77 121

t; falls t; €C
ﬁ(tl) falls ti €V
und Blyar(to...ty) Var(Xtg...t) — Var(Xsq...sk) eine Bijektion ist.

2. Xto...tkﬁXso...sk falls si:{

3. A9BLCoD fals ALC undBL D

5 P N falls z=x
4. QrA~ QyB falls A~ B, wobei 3'(z) = { B(z) falls z#x

Anstatt 2 wird auch ~ geschrieben und diese Relation als gebundene Umbenennung be-
zeichnet.

Fir g :V, — V, wird 8 = {xo — yo,...,T; — y;} als alternative Schreibweise fiir die

Abbildung ((z) = { vi Jalls —x =i verwendet.

T sonst

Definition 2.5 (Variablenelimination) Das Eliminieren einer Variablen x aus einer
Formel F, F|+zx], wird rekursiv definiert durch:

Tlz]=T, L=z]=1

_ Xty...t I Var(Xty ...t
th...tk[;:c]:{ | 1 k J:;nZt z ¢ Var(Xt; k)

(A® B)[+2] = A[+z] ® B[+4]
(el = { gzﬁm] ];C;lrlfst Y

{ A falls x =y

Dariiberhinaus sei Alx +y| = Al+y] sonst

Spéter werden wir auch den Begriff des Wortes und der Konkatenation benétigen. Daher
nun die folgende Definition.
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Definition 2.6 (Wort, Konkatenation) Sei M eine beliebige nichtleere Menge. Ein n-
Tupel (mq,...,my) € M™ heifst Wort dber M. Firn =0 ist dies A\, das leere Wort. Ist w
das Wort (m1,...,my), so istn die Linge von w (in Zeichen: |w| =n) und fir1 <i<mn
ist w; das Zeichen m;, d.h. die i-te Komponente. Das Wort (m) wird mit dem Zeichen m
identifiziert. M* =, ey M™ bezeichnet die Menge aller Worte diber M.

Fiir zwei Worte uw = (a1,...,am,) und v = (by,...,by) ist uov = (a1,...,am,b1,...,by)
die Konkatenation von u und v. Anstatt wov kann man auch einfach uv schreiben.

3 Die RPC,-Reduktionskalkiile

Um eine genauere Untersuchung der Formeln im Rahmen der Termersetzung zu ermégli-
chen ist es angebracht, Formeln nicht nur als Zeichenreihen zu verstehen, sondern auch
als Elemente einer Termalgebra. Diese (frei generierte) Termalgebra entsteht durch In-
terpretation der logischen Konstanten und Literale als Konstruktorfunktionen mit der
entsprechenden Stelligkeit (siehe z.B. [Gal86]). Genauer handelt es sich bei der betrachte-
ten Termalgebra um eine mehrsortige Algebra (Sorten sind Formeln und Terme), was in
dem hier betrachteten Zusammenhang allerdings keine Rolle spielt, da nur die Formelkon-
struktoren relevant sind. Diese sind im einzelnen:

Cy,Ch : F x F — F sind die Disjunktions- bzw. Konjunktionskonstruktoren mit
C\/(A, B) =A V B und C/\(A, B) =A N B.

C5;,Cy; « F — F sind die verschiedenen existentiellen und universellen Quantorenkon-
struktoren, wobei v; die gebundene Variable ist; dabei ist C3;(A) = Fv;A und

Cy :— F bezeichne fiir eine beliebige atomare Formeln A den entsprechenden Atomfor-
melkonstruktor, d.h. C'4 = A fiir atomares A.

Die Konstruktorfunktionen fiir Konjunktion und Disjunktion sollen dariiberhinaus fiir
beliebige Stelligkeiten s > 2 definiert sein und werden dabei als AC-Operatoren verstanden
(assoziativ und kommutativ). Dies ist moglich, da sich in der booleschen Algebra fiir
beliebige Formeln A, B, C' zeigen 148t:

(A B)@C = A®(B®CO) (1)
A®B = B®RA (2)

Wenn die Anwendbarkeit einer Termersetzungsregel iiberpriift werden soll, seien die Junk-
toren immer als AC-Operatoren gedacht. Die Darstellung mittels AC-Operatoren ent-
spricht bis auf die fehlende Idempotenzregel A ® A — A der Mengenformulierung des
RPC,-Formalismus in Anmerkung 8 von [Gor94].

Mittels der soeben beschriebenen Termalgebra lassen sich weitere wichtige Begriffe formal
definieren.

Definition 3.1 (Position, Subterm, Markierung, Subterm-Ersetzung) Sei p ein
Wort diber IN, A € F. Dann sind Positionen p, Subterme A|, und Markierungen A(p)
an einer Position p definiert durch:
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e p = )\ ist eine Position in A. Die Markierung A(p) von A an der Position p = X ist
A(p) = Cx, wobei A = Cx(Ao,...,Ar) und Cx ein k-stelliger Formelkonstruktor
ist. Der Subterm Alx von A an der Position p = X\ ist Al = A.

e p=1ip miti € IN und p’ € IN* ist eine Position in A, falls A = Cx (Ao, ..., Ax),
Cx ein k-stelliger Formelkonstruktor, 0 < i < k und p’ eine Position in A; ist. Die
Markierung A(p) ist A(p) = A;(p'), der Subterm A|, von A an der Position p ist
Alp = Aily-

Die Ersetzung eines Subterms in A an Position p durch B wird mit A[p < B] bezeichnet,
die Menge aller Positionen in einer Formel F' mit Pos(F'). Dariberhinaus soll unter F[p «—
A/B] die Ersetzung von Subterm A an Position p durch B verstanden werden und, falls
die Position p aus dem Kontext hervorgeht, ist auch F[A/B] als verkiirzte Schreibweise
erlaubt.

Eine Position p ist eine Subposition von q, p < q, falls ¢ ein Préfix von p ist. Falls S ein
Subterm von A ist, so schreibt man auch A> S.

Es ist nun moglich das Termersetzungssystem RPC,, anzugeben. Die Formulierung weicht
etwas von der in [Gor94] ab.

Definition 3.2 (RPC, Termersetzungssystem) RPC,, besteht aus folgenden Termer-
setzungsregeln.:

) AVT — T
R2) LVv—-L — T

R3) ANT — A

R4) AV(BAC) — (AVB)A(AV(O)

R5) JxA — FJzAV Alz/d]

R6) VzAV B — VYzxAV BV Al+z]VVy(VyBV Alz + y|[z/y])
R6") VA — VzAV A[+z]VVyAlx +y][z/y]

Dabei ist A,B,C € F, x,y € Vy, a € T, und L ein beliebiges Literal.

Die Termersetzungsregeln sind so zu interpretieren, dafl in jeder Regel fiir jede metalogi-
sche Konstante jede beliebige Formel (bzw. Literal, Variable, Term) einzusetzen ist. Das
Termersetzungssystem besteht also aus einer unendlichen Menge von Ersetzungsregeln,
deren Formeln in der Sprache £,, liegen.

Alternativ kann man das Regelsystem auch als Strukturbeschreibung einer mehrsortigen
Termalgbra verstehen. Die drei Sorten sind Formeln, Variablen und Terme. Unter diesen
Voraussetzungen sind dann A, B und C' Formelvariablen, x ist eine Termvariable, die eine
Variable aus V,, beschreibt; ferner sind a und y Parameter, wobei a von der Sorte Term
und y von der Sorte Variable ist. Die Ersetzungen sind dann als Axiome zu lesen, wobei
— dann als Gleichheit zu interpretieren ist.

3.1 Ableitungsrelation und Beweisbarkeit

Nun soll fiir die RPC,,-Kalkiile der Begriff der Ableitbarkeit definiert werden. Dazu wird
der Ableitungsbegriff des Termersetzungssystems verwendet. Im folgenden soll dabei n als
fest vorgegeben angenommen werden.
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Definition 3.3 (Ableitungsrelation) Die Relation —,, C F x F enthdlt genau die
Formelpaare (A, A,), fir die es eine Regel G — H im obigen Termersetzungssystem
und eine Position p in A; gibt, so dafi Ail, =ac G und A, = Aj[p — H].

Dabei ist A =4¢ B, falls sich A durch Anwendung der Gleichungen (1) und (2) fir
Assoziativitdt und Kommutativitdt in B tberfihren lGjst.

Der Subterm A;|p wird Redex genannt.

Die Relation —,, ist das k-fache Produkt von —,., d.-h. A ... B genau dann,
wenn A in genau k Reduktionsschritten zu B abgeleitet werden kann. —— .. ist der

reflexiv-transitive Abschluff von —ypq, d.h. —pp= kU]N —po-
€

Als néchstes wollen wir nun den Begriff der Beweisbarkeit im RPC-Kalkiil definieren.

Definition 3.4 (Beweisbegriff) A € F, ist beweisbar in RPC,, RPC, F A, genau
dann, wenn A .. T.

Gordeew zeigt in [Gor94] die Korrektheit und relative Vollstindigkeit des RPC,,-Forma-
lismus (Theorem 3.1). Relative Vollstéandigkeit bedeutet dabei, dafi dieser Formalismus
gleichméchtig zu MPC,,, EPC,, und SPC,, hinsichtlich Beweisbarkeit ist. MPC,,, EPC,,
und SPC,, bezeichnen dabei entsprechend das Modus-Ponens-Pradikatenkalkiil, die “Equa-
tional Logic” und das Sequenzenkalkiil mit Schnittregel, jeweils mit hochstens n Individu-
envariablen.

Insbesondere erhiélt man damit fiir den Fall n = w die Vollstédndigkeit von RPC,, fiir die
Pradikatenlogik erster Stufe.

Dariiberhinaus hat Gordeew in [Gor96] einen Satz iiber Variablen-Kompaktheit bewiesen,
der besagt, dafl auch schon eine endliche Anzahl Variablen im RPC-Kalkiil zur Vollstandig-
keit ausreicht: Zu jeder giiltigen Formel der Pradikatenlogik erster Stufe, die héchstens m
Variablen und hoéchstens m-stellige Pradikate enthilt, gibt es einen Beweis im RPC,,2-
Kalkiil.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem Beispielbeweis abschliefien.
Beispiel: Wir suchen einen Beweis fiir die Formel F' = JyPxy V JaVy—-Pxy.

Ein moglicher Beweis von F' in RPC; ist dann beispielsweise der folgende:

dyPxy V dzVy—-Pxy

L(R5,2)

JyPxy V dxVy—Pxy V Vy—Pxy

l(R6,y)

JxVy—Pry VVy—-Pxy V JyPxy V Vy(VyIyPry V = Pxy)

L(re)

JxVy—Pxy V...V Vy(VyJyPzy V JyPzry V ~Pxy)

l(RS,y)
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JxVy—Pxy V...V Vy(VyIyPxy V JyPry V PryV—-Pry)
L(Rr2)
JaVy—-Pzy V ...V Vy(YyIyPry vV IyPry Vv T)

)
JaVy-Pzxy V...V @
L(re)
JaxVy-PryV...VVyT VT

L(r1)
T
Dabei sind Redexe durch Unterstreichung markiert, die daraus entstandene Teilformel
nach Regelanwendung ist durch Uberstreichung gekennzeichnet.
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4 Lineare Beweissuche

Das dem RPC-Formalismus zu Grunde liegende Termerstzungssystem 148t noch keine
Riickschliisse darauf ziehen, wie man einen moglichen Beweis findet. Natiirlich ist ein
moglicher Weg der Beweissuche, alle erlaubten Reduktionsmoglichkeiten bis zu einer festen
Tiefe der Reihe nach auszuprobieren. Allerdings kann der Suchraum dabei sehr grof} sein.
Aufler den verschiedenen Reduktionspositionen liefern die Parameter a und y der Regeln
(R5), (R6) und (R6') Variationsmoglichkeiten.

Ziel dieses und der folgenden Abschnitte ist es, ein Verfahren zu entwickeln, das fiir For-
meln, die in RPC,, beweisbar sind, einen Beweis findet, ohne dabei durch eine vollstdndige
Generierung des Beweisbaumes den Indeterminismus der Ableitungsrelation zu beriick-
sichtigen. Unter Indeterminismus ist dabei zu verstehen, dafl es keinen funktionalen Zu-
sammenhang zwischen einer Formel und einer daraus abgeleiteten Formel gibt. Stattdessen
kann eine Formel viele mogliche Nachfolger im néchsten Ableitungsschritt haben.

Der Begriff der zuverlidssigen Reduktionsstrategie soll ein Verfahren liefern, das eine deter-
ministische, aber dennoch korrekte und vollstéindige Beweisgenerierung ermdoglicht. Linea-
re Beweissuche steht in diesem Zusammenhang fiir Suchverfahren, die ohne Backtracking
auskommen.

4.1 Reduktionsstrategien

Reduktionsstrategien liefern einen Weg, zu einer gegebenen Formel eine feste Nachfolger-
Formel auszuwéhlen. Dazu nun die folgenden Definitionen.

Definition 4.1 (Reduktionskette, Beweis) Eine Formelfolge (Ag,...,Ar) € F* mit
k € IN ist eine Reduktionskette, falls Ay —ppe A1 —ppe - -+ —rpe Ak. Die letzte For-
mel einer Reduktionskette wird aktuelle Formel (CF) genannt. Die Funktion CF : F* —
F i (Ao,...,Ag) — Ay liefert fiir beliebige Reduktionsketten die aktuelle Formel. Falls

A=A und Ay, = T, so heifit die Reduktionskette (Ao, ..., Ar) Beweis fir A.

Definition 4.2 (Reduktionsstrategie) FEine Reduktionsstrategie ist eine Funktion
RS: F* — F*
mit

RS(Ao, . ..

Ap) = (Ao, ..., Ak, Axy1) falls Ay reduzibel
"R T unde finiert falls Ay, irreduzibel

Dabei sind sowohl (Ao, ..., Ax) als auch (Ao, ..., Ak, Aky1) Reduktionsketten, womit ins-
besondere Ay —pe Art+1 gilt. RS verldngert also eine Reduktionskette (Ao, ..., Ar) um
eine Formel. Dies entspricht der Verlingerung eines bestehenden Beweisversuchs um einen
Beweisschritt.

Essentiell ist der deterministische Aufbau der Reduktionskette im Vergleich zur Relation

—npos die beliebig viele Nachfolger zu einer Formel zuldfst.

Fiir eine Formel F, eine Reduktionsstrategie RS und k € IN wird eine Reduktionskette
R der Form R = (Fu,...,Fy) mit F = Fy und F;+1 = CF(RS(Fy,...,F;)) eine von RS
(aus F') generierte Reduktionskette genannt. Falls Fi, = T, so wird R auch der von RS
generierte Bewetis von F' genannt.
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Es ist nicht unbedingt notwendig zur Auswahl des néchsten Beweisschrittes den kom-
pletten vorhergehenden Beweis zuzulassen. Ausreichend wire auch die letzte Formel des
Beweisversuchs. Allerdings ist die zusétzliche Information, die in der bestehenden Reduk-
tionskette enthalten ist, oft sinnvoll zur Definition einer konkreten Beweisstrategie.

Andererseits kann es manchmal hilfreich sein, eine Beweisstrategie mittels zuséatzlicher
Informationen zu spezifizieren, die aus obiger Definition nicht sofort ersichtlich sind. Sol-
che Informationen werden im folgenden an verschiedenen Stellen ohne expliziten Hinweis
verwendet, lassen sich aber immer aus dem bestehenden Beweis extrahieren.

Definition 4.3 (zuverlissige Reduktionsstrategie) Eine Reduktionsstrategie RS heifst
zuverldssig, falls fiir alle F € F,, gilt?

RPC,FF = JkcIN:CFRS*F)) =T.

Eine zuverlissige Reduktionsstrategie findet also fiir jede Formel F' mit RPC,, - F einen
Bewets.

4.2 Symbolvorkommen

Zur Definition der folgenden Reduktionsstrategien wird es erforderlich sein, bestimmte
Symbol-, Konstruktor- bzw. Subformelvorkommen auszuzeichen. Diese Auszeichnung wird
zweckméfligerweise anhand der Position dieser Objekte vorgenommen. Fine vereinfachte
Schreibweise ist dabei hilfreich. So sollen fiir ein Symbol S € ¥, einen Konstruktor C, wie
in 3 definiert, oder eine Subformel A einer Formel F, sowie fiir eine Position p € Pos(F’) die
Bezeichnungen S, Cs, und A, das Vorkommen des entsprechenden Objekts an Position
p in F' ausdriicken.

4.3 Symbolmarkierungen

Symbolmarkierungen* dienen der Kennzeichnung verschiedener Reduktionsmoglichkeiten
in der aktuellen Formel eines Beweisversuchs. Ein markiertes Symbol (genauer: Symbol-
vorkommen) zeigt dabei an, dafl an diesem Symbol (bzw. an einem Subterm, der dieses
Symbol enthélt) eine Ableitungsmoglichkeit vorhanden ist, und seit welchem Beweisschritt
diese besteht. Quantorensymbole sind dariiberhinaus mit einem Term versehen, der die
Reduktionsmdoglichkeit mit der entsprechenden Eigenvariable angibt.

Markierungen werden, da sie auch das erste Auftreten einer Reduktionsmdoglichkeit anzei-
gen sollen, fiir Reduktionsketten definiert. Dazu wird jeder Formel A einer Reduktions-
kette (Ao, ..., A;) eine Funktion M}, : Pos(A4y) — IP(IN x (7, U {O})) zugeordnet.’

Eine Markierung M;(p) oder M;(S,) eines Symbols S an Position p in Formel A; besteht
also aus einer Menge von Tupeln (k, t), wobei k € IN anzeigt, dafl die entsprechende Reduk-
tionsmoglichkeit seit Beweisschritt k besteht, also in Formel Ay zum ersten Mal auftrat.
t zeigt im Falle eines markierten Quantors den Term an, der als Reduktionsparameter
verwendet werden kann. Dieser Term entspricht dem a der Regel (R5) bzw. dem y der

3RS*(F) steht fiir die k-fache Anwendung der Funktion RS auf F.
4 Alternativ kénnte man auch von Konstruktormarkierungen sprechen.
*IP(X) bezeichnet die Potenzmenge der Menge X.
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Regeln (R6) und (R6’). Allen anderen Symbolen wird als zweite Komponente ¢ der Mar-
kierung immer das “Blank” (O) zugeordnet. Die Bezeichnung M;(S,) entspricht M;(p),
wobei allerdings zusétzlich angenommen wird, daf sich an Position p Symbol S befindet.

Um die Definition der Symbolmarkierungen einfacher zu halten, wird eine Familie von
Hilfsfunktionen M’ zur Definition herangezogen. Diese Aufteilung in Markierung Mj, und
Hilfsfunktion M, wird auch durch deren intuitive Bedeutung unterstiitzt, denn man kann
sich den Markierungsvorgang in zwei Phasen eingeteilt denken: In der ersten Phase, der
Prareduktionsphase, werden alle Reduktionsmoglichkeiten in der Formel Ay festgestellt.
In der auf einen Reduktionsschritt folgenden Postreduktionsphase werden Anderungen
an den Markierungen, die durch die Reduktion erforderlich werden, beriicksichtigt. Diese
beiden Markierungsphasen mit zugeordneten Funktionsfamilien M und M’ sollen nun
néher erldutert werden.

4.3.1 Préareduktionsphase

Gegeben sei eine Reduktionskette R = (Fy, ..., F}). Fir jedes k mit 0 < k <[ wird dann
die Markierungsfunktion M} zur Angabe der Reduktionsmoglichkeiten in Formel Fj wie
folgt definiert:

M(T,) = {(k,0)} falls M](T,)=0 und (Fy> AV T, oder F, > AAT),)
RUP M| (T,) sonst
{(k,0)} falls Mj(L,) =0 und Fj > L,V L
Mi(Ly) { M/ (L,) sonst
Mi(A) {(k,0)} falls M{(A,) =0 und F, > AV (BA,C)
R M (Ap) sonst
MyBp) = {(k,t) |t € CUVA(F) U lvneu} A VK <ki (K1) ¢ MiGy)} U ML)
Mi(Y,) = {(k,t) ‘ t € Var(Fy) U {vpeu} A VK <k (K1) ¢ M,;(vp)} U ML(Y,)
M (Sp) = 0 fiir alle anderen Positionen

Dabei bezeichnet vy, eine neue Variable, falls es eine solche gibt. D.h. vpe, € V,, \ Var(Fy),
falls diese Menge nicht leer ist; ansonsten ist in obiger Definition Var(Fy) U {vnen} = Va.

4.3.2 Postreduktionsphase

Auch hier wird eine Reduktionskette R = (Fy, ..., F}) als gegeben angenommen und fiir je-
des k mit 0 < k <[ die entsprechende Hilfsfunktion M, : Pos(F},) — IP(IN x (7, U {(J}))
definiert. Die Funktionsfamilie M’ dient der Anpassung der Markierungen, die ein Reduk-
tionsschritt erforderlich macht.

M{(p) =0 fiir alle p € Pos(Fp)

Fir & > 0 wird M, durch Fallunterscheidung nach der Regel (Ri), die von Fj,_; zu Fj
fithrt, definiert:
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(Rl) F, = kal[A\/T / Tp]

falls ¢ < p, wobei ¢g=pos und ¢ =o0os

13

falls g =p
sonst
falls ¢ =p
sonst

6

i ={ %
(R2): Fy = Fy_1[LV ~L | T}
i ={ %
(R3): Fy = Fy_1[Ao AT | A
My, —1(q)
-] 0 17
My 1(g) sonst

(R4): Fi = Fk—l[Am \ (BOQ A 003) / (Apl Vs Bps) Npy (A;D5 Vs CP7)]

M@ =9 3y,

falls
falls
falls
falls
falls

sonst

q<p; wobei g=p1os und ¢ =o010s

q < p3 wobei ¢q=p3os und ¢
q < ps wobei g =ps0s und q

=0108

q < p7y wobei q=pros und ¢ =o30s
q=p2,q=ps oder q=pg

(R5): Fr. = kal[aole@ / aplepz \/P3 A[m/a]m]

Mi—1(o0) \ {(K,a) | K <k} falls ¢ =p;

My_1(q")
0
My-1(q)

My (q) =

falls
falls

sonst

g <ps wobei g=pyos und ¢ =o0p0s
q=p3 oder ¢ <p4

(RG): Fy = Fk—l[VOrTAOQ V Bo,g / vplepz Vps Bp, \/psA[+y]p6 vp7vpsy(VyB\/A[l‘+y] [l‘/y])]

My_1 (o) \ {(K',y) | k' < k} falls

My—1(q")
M;(q) = é\fkq(q/)
My_1(q)

falls
falls
falls

sonst

q=p1

g <ps wobei g =pros und ¢ =o0p0s
q <ps wobei q=psos und ¢ =o030s
q=D3,9="D59 < DPs,q =pr oder ¢ <ps

(R6"): F, = F—1[Vo,2A0, | Vp, 2 Ap, Vs Al+Ylps Vps VpsyAlz + yl[z/y]]

M1 (o)) \{(K,y) | K<k} falls ¢ =p

My_1(q)
0
My_1(q)

Mj(q) =

falls
falls
sonst

q<ps wobei g=pyos und ¢ =o0p0s
q=P3,q <p4,q=ps oder ¢ < pe
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4.4 MD-Reduktionsstrategien

Definition 4.4 (p-Reduktion, (p,t)-Reduktion, maximale p-Reduktion) Sei F' ei-
ne Formel und p € Pos(F). Dann wird F —, ., F' eine p-Reduktion genannt, falls der
Redex Q) in F eine der folgenden Formen annimmit:

AVT, L,v-L AAT, AV(BA,C),
dpzA, V,xAV B, VpzA

FEine p-Reduktion ist eine (p,t)-Reduktion, falls t = O fiir eine Reduktion mittels einer der
RPC,,-Regeln (R1), (R2), (R3) und (R4), t = a fiir eine Reduktion mittels Regel (R5) und
Substitutionsterm a in Alx/a], sowie t = y fiir eine Reduktion mittels einer der Regeln
(R6) bzw. (R6'), wobei y die verwendete Eigenvariable ist.

Eine p-Reduktion in einer Formel F heif$t mazimal, falls es keine weitere p-Reduktion in

F mit Redex Q' > Q gibt.

Beispiel: In den folgenden Beispielen ist der Redex @) durch Unterstreichen markiert.

(R2)

1. Vz(QxzAJy(Pzy V ~Pry)) —4pc Ve(QrAJyT) ist eine maximale (1, 2, 1)-Reduktion.

2. PxV (QxV (Rx A L)) ﬂRPC Pz Vv ((Qx V Rx) A (Qx V L)) ist eine (2,2)- oder
((2,2),0)-Reduktion, die nicht maximal ist.

(R5

3. JzPzx —>>RPC JxPx V Py ist eine maximale A- oder (A, y)-Reduktion.

Definition 4.5 (MD-Reduktionsstrategie) Sei RS eine Reduktionsstrategie. Falls fiir
jede von RS generierte Reduktionskette R = (Fy,...,F}) jede Reduktion Fi, —, . Fry1
fiir 0 < k <l eine maximale p-Reduktion ist, so ist RS eine MD-Reduktionsstrategie (MD:
mazximal disjunction).

Man {iberpriift leicht, daf fiir eine von einer MD-Reduktionsstrategie generierte Redukti-
onskette R = (Fp, ..., F}) und k < jede Reduktion F, —,. Fi+1 eine p-Reduktion mit
My(p) # 0 ist. AuBerdem gilt das folgende Lemma:

Lemma 4.6 Sei R = (Fy,...,Fy) eine von einer MD-Reduktionsstrategie generierte Re-
duktionskette. Dann gilt:

Fy irreduzibel <= U Mi(p) =10
pEPos(Fy)

Beweis: “=": Zuerst soll der Fall F,, = T betrachtet werden. In diesem Fall ist F}
offensichtlich irreduzibel. Fiir k = 0 ist sofort ersichtlich, dal My(T,) = 0. Ist k& > 0, so
mufl Fj,_1 die Form AV T, LV =L oder T AT angenommen haben, und die Reduktion zur
Formel F) wurde entsprechend mit (R1), (R2) oder (R3) erreicht. In allen Féllen findet
man anhand der Definition von M’, daf8 M} (T ) = 0 und damit My (T ) = (. Insgesamt
gilt also fiir Fj, = T, daf UpePos(Fk) My (p) = Mi(Ty) = .

Betrachten wir nun ein beliebiges irreduzibles F), # T. Dieses Fj ist dann quantoren-
frei, enthiilt kein Verum (T) und ist in konjunktiver Normalform.” Die einzigen Symbole

"Eine Formel in konjunktiver Normalform kann in diesem Zusammenhang auch das Symbol L enthalten.
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in Fy, die nicht-leere Markierungen besitzen kénnen, sind daher (positive) Literale und
das Konjunktionssymbol A. Man beachte dazu, dal von der Funktion M’ keine Symbole
markiert werden, die zuvor eine leere Markierung besaflien. Markierte Literale kénnen in
F}, jedoch nicht auftreten, da MD-Reduktionsstrategien Disjunktionen aus positivem und
negativem Literal nie auseinandertrennen. Ein markiertes Konjunktionssymbol kénnte in
F nur auftreten, wenn ein Subformelvorkommen AV (B A C) zu B A C reduziert werden
konnte, was in RPC,, ebenfalls unméglich ist. Also gilt die Behauptung auch in diesem
Fall.

“<=": Sei Upepos(ry,) Mr(p) = (). Angenommen Fj sei reduzibel. Dann gibt es ein p/ €
Pos(Fy) und ein F' € F,, so dal Fj, —,, F’ eine p’-Reduktion ist. Fiir dieses p’ gilt
(unabhingig von der Definition von M’), da8 My (p") # 0, also auch U ,cpos(r,) Mi(p) # 0.
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, also mufl Fj, irreduzibel sein. O

Satz 4.7 Sei RS eine MD-Reduktionsstrategie. Falls zu jeder von RS generierten Reduk-
tionskette R = (Fy,...,F}) ein k € IN existiert, so daff RS*(R) definiert ist und fir
Rsk(R) = (FOa e ﬂ, s 7E+k) ngt

VI'<ivte T,u{d} : (It) ¢ |J M(p),
pEPos(Fiyk)

so ist RS eine zuverldssige Reduktionsstrategie.

Intuitiv besagt dieser Satz, dafl eine Reduktionsstrategie, in der alle alten Reduktionsmdg-
lichkeiten irgendwann einmal zu einer Reduktion verwendet werden, zuverléssig ist.

Ein Beweis des vorhergehenden Satzes ist leider bisher nicht gelungen. Die Idee hinter
diesem Satz und Indizien fiir dessen Giiltigkeit sollen trotzdem kurz angegeben werden.
Die Termination des booleschen Teils des RPC,-Kalkiils kann leicht gezeigt werden; blei-
ben also noch die Quantorenregeln. Diese sind auch dafiir verantwortlich, dafl das Kalkiil
nicht terminiert. Allerdings haben sie die Eigenschaft, dafl bestehende Teilformeln erhal-
ten bleiben in dem Sinn, dafl neue Teilformeln nur bestehende Disjunktionen verldngern.
Eine alte Reduktionsmoglichkeit geht daher nicht verloren und kann auch spéter noch
ausgefiihrt werden. Allerdings kann eine ungeschickte Anwendung des Distributivgesetzes
unter Umsténden die Beweisldnge verdoppeln, falls in (R4) eine Ableitung in A zu einem
kiirzestmoglichen Beweis fithren wiirde. Nach Anwendung von (R4) ist A doppelt vorhan-
den, wodurch notige Beweisschritte in A eventuell zweimal vorgenommen werden miissen.
Auch ohne Beweis wollen wir uns nun speziellen Varianten von Reduktionsstrategien zu-
wenden.

Satz 4.7 liefert zwar ein Kriterium, um die Zuverldssigkeit einer gegebenen Reduktionsstra-
tegie zu iiberpriifen, sagt aber nichts iiber die Existenz einer solchen aus. In den folgenden
Abschnitten soll daher gezeigt werden, daf3 es zuverlissige Reduktionsstrategien gibt.

4.5 Die ORP-Reduktionsstrategie

Eine ORP-Reduktionsstrategie (oldest reduction possibility) w#hlt den néchsten Reduk-
tionsschritt aus der Menge der am ldngsten bestehenden Reduktionsmoglichkeiten aus.
Diese Strategie, von der gezeigt werden soll, daf} sie zuverléssig ist, wird nun definiert.
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Definition 4.8 (ORP-Reduktions-Strategie) Eine ORP-Reduktions-Strategie ORP :
F* — F* ist eine MD-Reduktionsstrategie mit zugeordneter Symbolmarkierungsfamilie
M, wobei in

| (Fo,...,Fi, Fi41)  falls Fy reduzibel
ORP(F, ..., ) = { unde finiert falls Fy irreduzibel
Fiy1 dadurch bestimmit ist, daff Fj —po Fit1 eine (p,t)-Reduktion mit (kmin,t) € M;(p)

ist; dabet ist
kmm—mln{k‘ﬂt €T, U{0}: (kt) e | Milp
p' €Pos(Fy)

Lemma 4.9 Sei RS eine ORP-Reduktionsstrategie, R = (Fy,...,F;) eine beliebige von
RS generierte Reduktionskette, F; reduzibel und

kmmfmm{klﬂte?' u{O}: (k) e | My }
p'€Pos(Fy)

Dann gibt es ein'k € IN, so da RS*(R) definiert ist und fiir RS*(R) = (Fo, ..., Fi,..., Fiig)
qilt:
VK< ke VE€ T,U{O}: (K, 6) ¢ | Miga(p }
pEPos(Fiyk)

Anmerkung: Das Minimum ky,;, ist wohldefiniert, da nach Lemma 4.6 aus der Reduzi-
bilitét von £} folgt, daBl U,epos(r) Mi(p) # 0.

Beweis: Sei RS eine ORP-Reduktionsstrategie, R = (Fy, ..., F;) eine von dieser Strategie
generierte Reduktionskette, F; reduzibel und ki, definiert wie im Lemma. Wir betrachten
nun erweiterte, von RS generierte Reduktionsketten R’ = (Fp,..., F},...) und definieren
fiir ¢ > [ eine Familie von Gewichtungsfunktionen w; : F, — IN rekursiv durch:

wilCr,) = {f falls M(p) = { (i O}

wi(CLp
Ww; CL

( falls M;(p) = {(kmin, D)}

|
—_ A =

)
)
Lp)
)

P sonst
wi(Carp) =
(C\/p(FQ,... ) = ’LUZ(FJ)

wi(c/\,p(F(],---,Fr)) { 2 0<]<Tw](FJ) falls Ml( ) {( min, )}

>0 <j<rwz F;) — r sonst
wilCaup(F) = |{(k,t) € Milp) | k= Fuin |
wi(CVv,p(F)) = H ‘ k= kmlﬂ}

+ w@(F)

+ 'UJZ(F)

Jedes w; weist der entsprechenden Formel F; der erweiterten Reduktionskette ihr Gewicht
w;(F;) zu. Damit zwei Formeln, die modulo Assoziativitit und Kommutativitit gleich
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sind, dasselbe Gewicht erhalten, seien in allen F; die Konjunktionen flach dargestellt,
d.h. Subterme von F;j der Form CA(So,...,Sj—1,Cr(To,...,Ts), Sj+1,-..,Sr) werden als
Chr(So,...,Sj-1,To, ..., Ts, Sj41, ..., Sr) verstanden.

Man {iberpriift leicht, dafl alle Funktionen w; die folgenden Eingenschaften erfiillen:
2. wi(F) =1 <= VteT,U{0}: (knin,t) € Upepos(r,) Mi(p)
< VK <kmn Vte T, U{O}: (K, t) ¢ Upepos(Fi) M;(p)

Die letzte Aquivalenz ergibt sich aus den Definitionen von M, M’ und kyi,.

Bleibt also zu zeigen, dal w;(F;) > wit1(Fj11) falls w;(F;) > 1. Dazu nehmen wir an,
dafl Fiy1 = Fjlqg — G/H]. Zuerst wollen wir zeigen, da w;(G4) > w;y+1(H,). Symbole Sp,
fiir die es ein t gibt, so dal (kmin,t) € M;(p), werden im folgenden durch Unterstreichen
hervorgehoben. Fallunterscheidung nach der Regel (R;), deren Instanz G — H ist, liefert:

(R1): wi(AVTI)=wi(A) wi(T) =2 -wi(A) >1=wi41(T)

(R2) wZ(L\/ _|L) = wz(L) . w,(ﬂL) =2 > 1= wi+1(—|—)

(R3): wi(ANT) =wi(A) +w;(T)—1=w;(A)+1>wi(A) =wit1(A) und w;(AAT) =
2- (’LUZ(A) + 'UJZ<I)) =2 wl(A) +4 > w,(A) = wi+1(A)

(R4): wi(AV (BAC)) =2-wi(A) - (wi(B) +wi(C)) =2 w;i(A)w(B) + 2 - w;(A)w;(C) >
w;i(A)wi(B) +w;(A)w;(C) =1 = wit1(A)wit1(B) + wit1(A)wit1(C) =1 = wit1((AV
B)A(AV (D))

(R5): wi(FzA) = K+ wi(A) >K—-14w;j(A) =K —14+w;j4+1(A) = wir1(3xAV Alx/a))

(R6): w;(VxAVB) = (K+w;(A)) -w;i(B) > (K—-14+w;(A)) w;(B) = (K —1+w;4+1(A))-
wit1(B) = wit1(Vz AV BV A[+z] VVy(VyB V Az + yl[x/y]))

(R6’): w;(VzA) = K+wi(A) > K—1+w;(4) = K—14wit+1(A) = wip1 (Ve AV A[+x] Vv
VyAlz + yllz/y])

In den Fillen (R5), (R6) und (R6') ist dabei K = H(k t) e Mi(p) | k = k:mm}

Da w;(F') > w;(F[A/B]) falls w;(A) > w;(B), und da die Funktion M;; nur neue Mar-
kierungen mit erster Komponente i + 1 erzeugt, erhilt man aus w;(Gq) > w;1(H,) sofort
wi(F;) > wip1(Fiy1) falls wi(F;) > 1. Es gibt daher ein k € IN, fiir das wyp(Fj4x) = 1
gilt. Zusammen mit der zweiten Eigenschaft von w; ergibt sich die Behauptung. O

Satz 4.10 Jede ORP-Reduktionsstrategie ist zuverldssig.

Beweis: Sei RS eine ORP-Reduktionsstrategie und R = (Fy,..., F;) eine beliebige von
RS generierte Reduktionskette. Wir definieren nun der kiirzeren Schreibweise wegen fiir
s € IN:

K(s)= |J Mp)  und  huin(s) = min{ k ‘ 3t e T, {0} : (k1) € K(s)}.
pEPos(Fs)

Mittels Lemma 4.9 148t sich sukzessive eine Folge (k1,...,k,) € IN",r € IN mit assoziierten
Reduktionsketten (R, ..., R,) konstruieren, so daf:
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1. R; = (Fo,... 7FHZZ-_ . kj) fiir 0 <4 < r, also insbesondere Ry = R,

=
2. VK < kmin(l+ Y02} k) VE€ T, U{O}: (K, t) ¢ K(I+ 35— k) fiir 1 <i <7 und
3. K(I+Y " 1 kj) =0 oder kin(l+ 3521 k;) > 1.

Es gibt immer ein r € IN mit der letztgenannten Eigenschaft, denn es gilt

7 1—1
Fenin(L+ Y k) > knin(L+ D k) fir 1< <.
J=1 j=1

Anzumerken ist noch, da8 falls F, ISk irreduzibel ist, nach Lemma 4.6 K (l—l—Z;-:l kj) =

() gilt. Also ist die Voraussetzung von Lemma 4.9 (Reduzibilitat) bei jeder Verlingerung
der Folge erfiillt.

Wir setzen nun k = Z;zl k; und unterscheiden die beiden Fille, die fiir das letzte Folgen-
glied k, bzw. R, gelten. Ist K(I + k) = UpGPos(FHk) Miir(p) = 0, so liefert Satz 4.7 mit
dem soeben definierten k die Behauptung. Ansonsten gilt die zweite Abbruchbedingung,
d.h. es ist kmin(l + Z;;} kj) > l. Damit erhilt man

VE <1l VteT,u{O}: (K,t)¢ K(I+k)

als Spezalisierung der zweiten Eigenschaft der Folge fiir ¢ = r. Satz 4.7 liefert nun auch
hier die Behauptung. O

Korollar 4.11 FEs gibt fiir jedes n < w eine zuverlissige Reduktionsstrategie fiir RPC,,.

Beweis: Die ORP-Reduktionsstrategie ist fur jedes n € IN und fiir n = w definiert. Man
beachte dazu, dal die Markierungsfunktionen M und M’ auch fiir n = w definiert sind.
Nach Satz 4.10 ist ORP unabhéngig von n eine zuverldssige Reduktionsstrategie, O

4.6 Verallgemeinerung der ORP-Reduktionsstrategie

Wie zuletzt gezeigt wurde, sind alle ORP-Reduktionsstrategien zuverlédssig. Allerdings
lassen diese keinen grofien Spielraum in der Auswahl des nichsten Beweisschrittes. Deshalb
soll nun eine allgemeinere Klasse von Reduktionsstrategien auf der Grundlage der ORP-
Reduktionsstrategien entwickelt werden, bei denen die Zuverldssigkeit natiirlich erhalten
bleiben soll.

Ohne explizite Formulierung kann folgende Strategie durch leichte Anderung der ORP-
Strategie verwendet werden: Anstatt in jedem Beweisschritt die dlteste Reduktionsmdoglich-
keit auszuwéhlen, wird nur in jedem n-ten Schritt die &lteste ausgewéhlt. Die dazwischen-
liegenden Schritte kénnen beliebig vorgenommen werden. Auch mit dieser Strategie ver-
schwinden nach und nach alte Reduktionsmoglichkeiten, wie durch eine Modifikation des
letzten Beweises gezeigt werden kann.

Dadurch kann man eine beliebige Reduktionsstrategie RS mit der ORP-Strategie mischen.
In jedem n-ten Beweisschritt wird die ORP-Strategie verwendet, in allen anderen die
Strategie RS. Damit kann jede beliebige Reduktionsstrategie RS zu einer zuverldssigen
gemacht werden.
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Die nun folgende, effizientere LP-Reduktionsstrategie macht Gebrauch von dieser Tatsa-
che. Wir brauchen uns also im folgenden keine Gedanken iiber Zuverléssigkeit machen, da
durch Mischen mit der ORP-Strategie dies immer erreicht werden kann.

4.7 Die LP-Reduktionsstrategie

Die Idee der Literalpaar-Reduktionsstrategie (LP) besteht in dem Versuch, die Auswahl
einzelner Reduktionssschritte gezielt vorzunehmen. Dazu wird ein Literal L = P(to, ..., tx)
und ein zu L komplementires Literal L' = =P(sy, ..., sx) ausgewihlt. Dieses versucht die
Strategie dann durch gezielte Reduktionen zum “verschwinden” zu bringen. Dabei werden
sowohl die Reduktionspositionen als auch die Reduktionsparameter (a und y) so gewéhlt,
daf3 die Literale sich “aufeinander zu bewegen”. Dieses informelle Konzept soll nun genauer
untersucht werden.

Definition 4.12 (Literalpaar) Sei F' eine Formel und p,p’ € Pos(F), wobei F(p) =
L = Q(to,...,tr), F(p') = L' = =Q(so,...,sk) fir ein Pridikatensymbol Q@ und Terme
toy. .-y tk, S0y - -, Sk Auferdem seien die beiden komplementdren Literale L und L' durch
ein Disjunktionssymbol verbunden, d.h. F(r) =V, wobei r der grifite gemeinsame Prifiz
von p und p' ist. Dann ist (L, L") ein Literalpaar von F an der Position (p,p’).

Wir wollen nun fiir ein Literalpaar (L, L") die Teilformel beschreiben, die nur diese beiden
Literale als atomare Formeln enthélt.

Definition 4.13 (Literalpaar-Subformel) Sei (L, L’) ein Literalpaar einer Formel F.
Die Literalpaar-Subformel von (L, L) entsteht aus F durch Verkiirzung von Konjunktionen
und Disjunktionen.

1. (Ag A ... N Ag) wird zu A;, falls L < A; oder L' < A,.
2. (Ao V...V Ay) wird zu A; V Aj, falls L < A; und L' < A;.

3. (Ao V ...V Ag) wird zu A;, falls L < A; oder L' < A; und der vorhergehende Fall
trifft nicht zu.

Beispiel: Sei
F =Vz(3y(Py V (Qx A R)) V —Pxz).

Dann ist (L, L") = (Py, ~Px) ein Literalpaar von F'. Die Literalpaar-Subformel von (L, L")
ist dann

Fg =Vxz(3yPy V —Pz).

Literalpaar-Subformeln haben die in Abbildung 1 dargestellte Form.

Der Pfad von A zum Disjunktionssymbol der Literalpaar-Subformel wird Wurzelpfad, der
von dem Disjunktionssymbol zum positiven Literal P-Pfad, und der zum negativen Literal
N-Pfad genannt.

Als néchstes wollen wir ein Kriterium entwickeln, unter dem ein Literalpaar-Vorkommen
zum verschwinden gebracht werden kann. Dazu wird anhand der Literalpaar-Subformel
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L:Q(t077tk) L/:_'Q(807"'78k)

\ /

Qo QYo
\ /
Q1 Oy

\/

Abbildung 1: Schematische Darstellung der Literalpaar-Subformel

ein Gleichungssystem generiert, das genau dann 16sbar ist, wenn das Literalpaar eliminiert
werden kann. Die einzelnen Schritte von einer Literalpaar-Subformel zu dem ihr zugeord-
neten Gleichungssystem soll nun beschrieben werden. Grob gliedert sich das Verfahren in
vier Schritte. Wir gehen von einer Literalpaar-Subformel Fyg aus.

1. Generierung des universellen Abschlusses von Fg.

2. Umbenennung von gebundenen Variablen in Fg, so dafl keine Variable von zwei
Quantoren gebunden wird.

3. Eliminieren der V-Quantoren durch Skolemisierung: Dieser Schritt generiert Funkti-
onssymbole f;.

4. Berechnung des Gleichungssystem aus den Literaltermen: Fiir jedes Termpaar t;, s;
bilde Gleichung t; = s;, wobei Variablen in ¢; und s; unterschieden werden.

Jeder dieser Schritte wird nur zur Generierung des Gleichungssystem bendtigt. Die entste-
hende Formel in Schritt 3 mufl daher nicht im RPC-Formalismus darstellbar sein (Funk-
tionssymbole, neue Variable). Die Schritte 3 und 4 sollen nun néher beleuchtet werden.

In Schritt 3 wird fiir jede V-quantifizierte Variable z ein neues Funktionssymbol f, ein-
gefithrt. Die Stelligkeit von f, hingt von den weiter aussen liegenden 3-Quantoren ab. So
wird in der Formel Jxq...2;Vy... ein (i + 1)-stelliges Funktionssymbol fiir y generiert,
das von den J-quantifizierten Variablen abhingt. Also wird y in den Literalen ersetzt
durch fy(xo,...,2;). Das Verfahren ist dual zu dem bei Resolution verwendeten Skole-
misierungsverfahren. In Schritt 4 werden die durch Schritt 3 modifizierten Literalterme
paarweise gleichgesetzt, also t; = s}, wobei ¢, und s} die modifizierten Terme darstellen.
Variablen im positiven und negativen Literal miissen dabei unterschieden werden. Daher
werden Variablen im negativen Literal durch einen Balken gekennzeichnet: Z.

Ein Beispiel soll den gesamten Prozefl verdeutlichen.
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Beispiel: Die Literalpaar-Subformel sei Fg = Jx(VyPxy V 32— Pyz). Dann sehen die vier
Schritte wie folgt aus:

1. Universeller Abschluf}: Vy3z(VyPzy V 32— Pyz)
2. Umbenennen: Yy3z(VuPxu V 3z-Pyz)
3. Skolemisierung: Jx(Px f,(x) vV 32—P fyz)

4. Gleichungssystem:

T = fy
fulx) = z

Das Auflésen der hier auftretenden Gleichungssysteme geschieht mit den bekannten Me-
thoden. Wir wollen hier nur definieren, wie ein System in geldster Form aussieht.

Definition 4.14 Ein Gleichungssystem {so = to,...,sr = tr} ist in geloster Form, falls

1. s; ist eine Variable fir alle i und
2. s; # sj fir alle i,5 mit i # j und
3. s; tritt nicht in t; auf fiir alle i, 3.
Wenn fiir ein Literalpaar ein losbares Gleichungssystem generiert werden konnte, so inter-

essiert natiirlich, welche RPC-Reduktionen zur Elimination dieses Literalpaars angewandt
werden miissen. Diese Schritte werden in drei Phasen eingeteilt:

1. Vorbereitende Reduktion auf dem Wurzelpfad: Lost die Falle auf, in denen
Gleichungen einer der beiden folgenden Formen in der Losung auftreten:

(a) {z = t(x)}; die komplementére Variable Z tritt in der rechten Seite der Glei-
chung fiir x auf.

(b) {x = t1,& = to} mit t; # to; Variable und komplementéire Variable treten in
Gleichungen mit verschiedenen rechten Regelseiten auf.

2. Reduktionen auf P- bzw. N-Pfad: Bewegt Literale aufeinander zu durch:

(a) Anwendung des Distributivgesetzes (R4)

(b) Uberspringen von 3-Quantoren (R5)

(c) Uberspringen von V-Quantoren (R6 mit komplementirem Literal in B bzw.
R6')

3. AbschlieBende Reduktionen auf dem Wurzelpfad: Anpassen der freien Varia-
blen durch Anwendung von (R5).

Wir betrachten die drei Punkte nun genauer:
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1. Die beiden Fille konnen nur dann auftreten, wenn in der Literalpaar-Subformel ein
F-Quantor auf dem Wurzelpfad vorkommt. Anwendung der Regel (R5) auf den am
weitest auBen liegenden 3-Quantor liefert dann:

AA[L, '] —pe JwA[L, L'] V A*[L*, L]

Das neue Literalpaar ist durch Unterstreichung hervorgehoben, durch * werden
mogliche Variablenumbenennungen angedeutet. Das dabei entstandene Gleichungs-
system fiir das Literalpaar (L, L") bleibt lésbar, enthélt aber keinen der beiden oben
angegebenen Félle mehr.

2. In dieser Phase werden die Literale aufeinander zu bewegt. Dazu werden verschie-
dene Reduktionsmuster verwendet. Alle Reduktionen finden entweder auf dem N-
oder auf dem P-Pfad statt und werden von auflen nach innen hin vorgenommen .
Ob auf dem N- oder P-Pfad die néichste Reduktion stattfindet hingt von Prioritéts-
regeln ab. V-Quantoren werden dabei bevorzugt behandelt. Eines der verwendeten
Reduktionsmuster, das bei V-Quantoren angewandt wird, sieht wie folgt aus:

veA[L]V BIL] Y, ...V Vy(YyBIL]V ALz + yl[z/y])
B e - VVy(...V BIL]V ALz = y][z/y])

In der letzten Formel sind die Literale L und L’ nicht mehr durch den V-Quantor
getrennt. y muf} dabei so gewéhlt werden, dafl y ¢ Fr(L’') und dariiberhinaus y ¢
Fr(L) oder y = x. Weitere gebundene Variablen auf dem N- oder P-Pfad erlauben
noch weitere Moglichkeiten zur Wahl von y.

Am Ende der zweiten Phase sind die Literale direkt disjunktiv verkniipft, also LV L’.
Eventuell unterschiedliche Terme in L und L’ werden in der abschlieenden dritten
Phase behandelt.

3. Von innen nach auflen werden nun durch passende (R5)-Anwendungen die Terme
angepaflt.

Jeder dieser Schritte ist moglich, die Losbarkeit des urspriinglichen Gleichungssystems
vorausgesetzt. Die Losbarkeit bleibt dariiberhinaus fiir die transformierten Literalpaar-
vorkommen in jedem Schritt jeder Phase als Invariante erhalten.

Die LP-Reduktionsstrategie erméglicht (zumindest empirisch) deutlich kiirzere Beweise als
die ORP-Reduktionsstrategie. Die Zuverldssigkeit von LP muf} nicht sichergestellt werden,
sofern man in regelméfiigen Abstéinden ORP-Reduktionsschritte einschiebt.
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5 Implementation

Die im Rahmen dieser Studienarbeit entstandene Implementation eines RPC-Beweisers
verwendet die funktionale Programmiersprache Haskell [PH96]. Haskell entstand 1987 aus
einem Versuch, die bis dahin bestehenden nicht strikten, rein funktionalen Programmier-
sprachen zu vereinheitlichen. Die derzeit aktuelle Version 1.4 wird von einer Reihe relativ
effizienter Compiler unterstiitzt. Daneben existiert mit Hugs [Jon97] ein Interpreter fiir
die Version 1.3 von Haskell. Der Quellcode des RPC-Beweisers kann nach wenigen kleinen
Anderungen auch von Hugs interpretiert werden.

Bei dem implementierten RPC-Beweiser handelt es sich um keinen Proof-Checker, wie er
in diesem Bereich des automatischen Beweisens relativ hiufig zu finden ist. Stattdessen
arbeitet der RPC-Beweiser grofitenteils vollautomatisch. Nach dem Einlesen der zu be-
weisenden Formel und deren eventueller Vorverarbeitung kann eine Beweisstrategie, die
Angzahl der fiir den Beweis zu verwendenden Variablen und die maximale Beweisldnge fest-
gelegt werden. Dann versucht der Beweiser mit der angegebenen Strategie einen Beweis
innerhalb der maximalen Schrittzahl zu finden.

Die Implementation enthélt sowohl die ORP- als auch die LP-Reduktionsstrategie, jeweils
mit etlichen Variationsmoglichkeiten. Fiir die praktische Anwendung hat sich die ORP-
Strategie als eher unhandlich erwiesen. Zur Sicherstellung der Zuverléssigkeit der LP-
Reduktionsstrategie leistet sie jedoch wertvolle Dienste.

Im weiteren wird zuerst das Eingabeformat des (interaktiven) Beweisers vorgestellt, da-
nach wird auf besondere Implementationstechniken zur Beschleunigung eingegangen. Ab-
schliefend erlaubt ein Programmlauf des Beweisers einen ersten Einblick in Benutzerfithrung
und Funktionalitat.

5.1 Eingabeformat der Formeln

Das Format der Eingabeformeln wird durch die EBNF-Grammatik in Abbildung 2 be-
schrieben.

Dabei steht, wie iiblich, ( )* fiir beliebig oft wiederholte, ( )T fiir mindestens einmal
wiederholte, | fiir alternative und [] fiir optionale Strukturen.

Durch die Zuordnung von Nonterminalen zu den verschiedenen Konnektiven erhélt man
eine Abstufung der Prézedenz, die mit den iiblichen Konventionen zur Einsparung von
Klammern iibereinstimmen. So binden beispielsweise Quantoren und Negationen stérker
als Konjunktionen, die wiederum stérker binden als Disjunktionen.

Abweichend von der bekannten Notation sind Implikation, Disjunktion und Konjunktion
aber rechtsassoziativ. Dadurch wird P -> Q -> R implizit dquivalent zu P => (Q -> R)
verstanden.

Die nachfolgenden Beispiele zeigen die Umsetzung einiger weiterer Formeln.

Beispiel:
1. Die Formel VzVy3z(zPy V y—Pz) wird dargestellt durch
(forall x,y) (exists z) (xPy \/ y~Pz).

2. Die Formel 3z(zQz A Ju(zRu AuSy)) kann beispielsweise ausgedriickt werden durch
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Formula
Implication
Disjunction
Conjunction
Quantified

Primitive
Atom

TermList
Terms
VariableList
Term

Variable
Constant
Predicate

— Implication (“<=>" Formula)*
— Disjunction (“~>” Implication)*
—  Conjunction (“\/” Disjunction)*
—  Quantified (“/\” Conjunction)*
—  “(" (“exists” | “forall”) VariableList “)” Quantified
| “~” Quantified
| Primitive
—  Atom | “(” Formula “)”
—  “true” | “false”
| Predicate “(” TermList “)”
| Predicate Terms
| Term [“~”] Predicate Term
—  Term (“,” Term)*
— (Term)*
— Variable (“,” Variable)*
— Variable | Constant
— (47 ..t
— (uan S | “or? . wg” )—|—
e O A Bt R B e B B el R B R B 2 B A
| “yn | Uy | w_» | w\” | cm)—|—

Abbildung 2: Syntax der Formeln des RPC-Beweisers
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(exists z) (Q(x,z) /\ (exists u)(zRu /\ S u y)).

Dabei wurde jede der drei moglichen Schreibweisen fiir Literale verwendet.

5.2 Spezielle Verfahren zur Verkiirzung von Beweisen

In dem RPC-Beweiser sind neben den beiden Strategien ORP und LP weitere spezielle
Verfahren eingebaut, die die Beweissuche teilweise beschleunigen kénnen. Diese werden
jetzt kurz erléutert.

1. Prioritét fiir verkiirzende Regeln (d.h. (R1), (R2), (R3)): Formeln werden immer in
{R1, R2, R3}-Normalform gehalten

2. Quantoren, die keine Variablen binden, werden entfernt, also:
dxA — A falls x ¢ Fr(A)

VA — A falls = ¢ Fr(A)

3. Generieren von Teilbeweisen: F' = A A B wird zerlegt in zwei Beweise fiir F} = A
und Fy, = B.

4. Zusétzliche V-Regel, falls geniigend Variablen zur Verfiigung stehen:

VAV B — Yy(Alz/y] vV B) falls y ¢ Fr(A) UFr(B)
5. Loschen von Literalen, die nur pos. oder neg. Vorkommen haben (Ersetzen durch
1).

6. FV F bzw. F A F werden durch F ersetzt, wenn F gebundene Umbenennung von
F ist.

7. Vorverarbeitung der zu beweisenden Formel durch:

(a) Anwenden des Distributivgesetzes zum Generieren von Teilbeweisen.

(b) Minimierung der Quantorenbereiche:
Jz(AV B) — JxAV JzB

Jr(ANB) — ANdxB falls x ¢ A
Ve(ANA B) — VYxAAVaB
Vz(AV B) — AVVzB falls = ¢ A

(c) Partielle Skolemiserung: V-quantifizierte Variablen, die nicht im Bereich eines
3-Quantors liegen, werden durch neue Konstanten ersetzt und der V-Quantor
entfernt (Tautologie-Eigenschaft bleibt erhalten).

(d) Freie Variablen werden durch neue Konstanten ersetzt.
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5.3 Beispielhafter Programmlauf

Wir wollen den Ablauf eines Beweises am Beispiel der Assoziativitidt der Relationskompo-
sition vorstellen. D.h. wir wollen die Giiltigkeit der folgenden Gleichung beweisen:

(POQ)OR=P6(QOR).

Ubersetzung in Pridikatenlogik ergibt die Formel

VaVy (EIZ(EIy(xPy ANyQz) A zRy) & Jz(xPz A Jz(2Qx A :URy)))

Ein RPC-Beweiser-Programmlauf fiir diese Formel folgt nun.

---- Welcome to the RPC prover, version 0.1, (c) 1996-97 by Carsten Sinz. ----

You have the following choice:
(r) read formula
(f) preprocess current formula
(o) print / change proof options
(c) show current formula
(g) show generated subgoals
(s) print formula statistics
(p) start proof / next subgoal proof
(@) quit
Selection (r/f/o/c/g/s/p/q)? r

Read input formula from file or standard input (£/s)?7 s

Enter formula:

(forall x) (forall y) ((exists z) ((exists y) (xPy /\ yQz) /\ zRy) <=> (exists z
) (xPz /\ (exists x)(zQx /\ xRy)));

Input formula read successfully, converted to negation normal form,
simplified and added to subgoal list.

You have the following choice:
(r) read formula
(f) preprocess current formula
(o) print / change proof options
(c) show current formula
(g) show generated subgoals
(s) print formula statistics
(p) start proof / next subgoal proof
(@) quit
Selection (r/f/o/c/g/s/p/q7? £

Perform partial skolemization (y/m)? y
Subgoal generation (y/n)? y

Partial, complete or recursive subgoal generation (p/c/r)? c
Generated 2 subgoal(s).

You have the following choice:
(r) read formula
(f) preprocess current formula
(o) print / change proof options
(c) show current formula
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(g) show generated subgoals
(s) print formula statistics
(p) start proof / next subgoal proof
(@) quit
Selection (r/f/o/c/g/s/p/P7? g

1) origin: generation 0, step O
“P(c_0,c_3) \/ "Q(c_3,c_2) \/ "R(c_2,c_1) \/ (exists x)(P(c_0,x) /\
(exists y) (Q(x,y) /\ R(y,c_1)))

2) origin: generation O, step O
“Q(c_2,c_3) \/ "R(c_3,c_1) \/ "P(c_0,c_2) \/ (exists x) (R(x,c_1) /\
(exists y) (P(c_0,y) /\ Q(y,x)))

You have the following choice:
(r) read formula
(f) preprocess current formula
(o) print / change proof options
(c) show current formula
(g) show generated subgoals
(s) print formula statistics
(p) start proof / next subgoal proof
(@) quit
Selection (r/f/o/c/g/s/p/q)? c

Simple output or layout (s/1)7 1

\/
“P(c_0,c_3)
“Q(c_3,c_2)
“"R(c_2,c_1)
exists x
/\
P(c_0,x)
exists y
/\
Qx,y)
R(y,c_1)

You have the following choice:
(r) read formula
(f) preprocess current formula
(o) print / change proof options
(c) show current formula
(g) show generated subgoals
(s) print formula statistics
(p) start proof / next subgoal proof
(@) quit
Selection (r/f/o/c/g/s/p/? p

Prove current formula or all subgoals (f/a)? a
Enter maximal number of variables: 4
Enter maximal number of proof steps: 100
Choose a major reduction strategy:
(1) literal pair reduction strategy (incomplete!)
(o) oldest reduction possibility strategy
(m) mix both strategies
(a) lit. pair. red. strat. with priority to AK3
Selection (1/0/m/a)? 1
Initialization of literal pair reduction strategy:
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Choose a literal pair selector:
(d) minimal position distance
(1) least recently used literals
(1) interactive literal selection
(s) super literal selector
(f) first literal
Selection (d/1/i/s/£)7 d
Choose a disjunction selector type:
(1) minimal disjunction
(1) matching literal selector
(a) maximal disjunction
Selection (i/1/a)7 i
Choose a term selector:
(d) default term selector
(1) interactive term selector
(s) super term selector
Selection (d/i/s)? d

Starting RPC-proof with 4 variable(s).

started literal unification step #1
selected literal pair: P(c_0,x), “P(c_0,c_3)
@ positioms: [3.0.0], [0]
literal unification equation system solved
preprocessing
main unification process EC
postprocessing
reduction step #1 completed, 2 RPC-reduction(s), 2 in total.

started literal unification step #2
selected literal pair: R(y,c_1), "R(c_2,c_1)
@ positioms: [3.0.1], [1]
literal unification equation system solved
preprocessing
main unification process EC
postprocessing
reduction step #2 completed, 2 RPC-reduction(s), 4 in total.

*xxxk SUBGOAL P R O V E D *xxkk

Statistics of subgoal proof:
RPC-reductions performed: 4
major reduction steps: 2
CPU time used for subgoal proof: 20 ms

1 subgoal(s) left to prove.

Starting RPC-proof with 4 variable(s).

started literal unification step #1
selected literal pair: R(x,c_1), “R(c_3,c_1)
@ positioms: [3.0.0], [1]
literal unification equation system solved
preprocessing
main unification process EC
postprocessing
reduction step #1 completed, 2 RPC-reduction(s), 2 in total.

started literal unification step #2

28
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selected literal pair: Q(y,c_3), "Q(c_2,c_3)
@ positioms: [3.0.1], [0]
literal unification equation system solved
preprocessing
main unification process EC
postprocessing
reduction step #2 completed, 2 RPC-reduction(s), 4 in total.

*xxxk SUBGOAL P R O V E D *xxkkk

Statistics of subgoal proof:
RPC-reductions performed: 4
major reduction steps: 2

CPU time used for subgoal proof: 39 ms

0 subgoal(s) left to prove.

k¥ P ROOF COMPLETETD *kkkxk

Statistics of complete proof:
RPC-reductions performed: 8
major reduction steps: 4
CPU time used for complete proof: 59 ms

You have the following choice:
(r) read formula
(f) preprocess current formula
(o) print / change proof options
(c) show current formula
(g) show generated subgoals
(s) print formula statistics
(p) start proof / next subgoal proof
(@) quit
Selection (r/f/o/c/g/s/p/7? q

Good bye!
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6 Ergebnisse

Um die Leistungsfahigkeit des RPC-Beweisers festzustellen, wurden einige Experimente
mit verschiedenen Formeln vorgenommen. Zum grofiten Teil stammen sie aus der Pro-

blemsammlung von Pelletier [Pel86].

Die folgenden Beispiele (Tabelle 1) umfassen einfache Probleme der Aussagenlogik, der
monadischen Prédikatenlogik und der vollen Pridikatenlogik, allerdings ohne Funktions-
symbole und Gleichheit. Pelletiers Probleme mit Gleichheit oder Funktionssymbolen wur-

den nicht in den RPC-Formalismus {ibersetzt.

Klassifikation Nr. | Zeit (s) | Schritte | Kommentar
Aussagenlogik 12 4.55 48

17 0.11 10
Monadische PL | 21 0.12 18

24 0.17 16

26 0.38 26

27 0.12 15

29 0.18 16

33 0.06 4

34 10.66 392 | ~ 1600 Klauseln in KNF
Volle PL 39 0.01 6 | Russel’s Paradoxon

40 50.12 122

41 28.00 69

42 1.43 22 | zirkuldre Mengen

43 1.17 63

44 0.16 11

46 2.44 39

47 - - | steamroller

Tabelle 1: Experimentelle Ergebnisse bei Pelletiers Problemen

Alle Probleme, bis auf “Schuberts Steamroller” konnten vom RPC-Beweiser gelost wer-
den. Die Problemnummern beziehen sich auf Pelletiers Artikel, die Zeit wurde auf einem
Pentium-100 unter Linux 2.0 gemessen. In den Zeiten ist nur die reine Zeit fiir den RPC-
Beweis enthalten, nicht die zur Vorverarbeitung benétigte. Die Schrittzahl bezieht sich auf

die RPC-Regelanwendungen unter Verwendung der LP-Reduktionsstrategie.

Als weiteres Beispiel aus der Relationenlogik diente Gordeews Formel F3 (siche [Gor96]).

Diese Formel kann mit 5 Variablen bewiesen werden, nicht aber mit 4.

FB3=(E0E”) +(E-QE) +(E®E* OF) i+ (E* E7?)?

wird in Pradikatenlogik zu

Vz(x—PzV y—Pz)VVz(2-Pzx V z=Py) V Jy3z(zPx AN x Py ANVx(y— Pz V 2-Pz))

(A= <3y(33Py ANyPz) A Jy(zPy AN yPz) A Jz(yPx AN xPz) A Jz(zPzx A a:Py))

Diese Formel kann in 20 Schritten und 1.83 Sekunden bewiesen werden.
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7 Zusammenfassung und Aussichten

In dieser Arbeit wurde ein Beweiser, basierend auf Gordeews RPC-Kalkiil, entwickelt.
Verschiedene Reduktionsstrategien wurden dazu entwickelt und in einem automatischen
Beweissystem implementiert.

Die Ergebnisse des in Haskell programmierten Beweisers sind fiir einen ersten Prototy-
pen recht erfolgversprechend. Besonders bei Formeln, die tief verschachtelte Quantoren
enthalten, zeigt der RPC-Beweiser ein ansprechendes Verhalten. Im Vergleich zu anderen
Verfahren, die Eingaben in Klauselform erwarten, kann diese Konvertierung hier entfallen.
Auch daraus koénnen sich Vorteile fiir den RPC-Beweiser ergeben.

Dariiberhinaus ist es moglich, andere Logiken (beispielsweise Relationenlogik) durch Be-
schrinkung der Variablenzahl zu simulieren. So konnte fiir Gordeews Formel F3 ein Beweis
mit 5 Variablen schnell gefunden werden, wohingegen ein Beweis mit 4 Variablen nicht
gelang.®

Die Verwendung anderer als der hier verwendeten Strategien oder eine Implementation in
einer effizienteren Programmiersprache lassen noch iiberzeugendere Ergebnisse erreichbar
scheinen.

8Wie Gordeew gezeigt hat, ist er auch nicht méglich.
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